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Zur elastischen Streuung langsamer Elektronen im Feld eines Atoms*
angewandt auf die p-Streuung eines Elektrons im Feld des atomaren Wasserstoffs
Von F. B. MaLix

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 14 a, 172—193 [1959] ; eingegangen am 30. Oktober 1958)

A method has been developed to calculate the scattering of slow electrons. This method along with
the wellknown methods of Hurruix and Koux are applied to calculate p-wave scattering in the normal
hydrogen field. The new method avoids the ambiguity of HurtaEx’s quadratic equation and gives
almost the same result. The interrelation of the three methods is studied and a proposal is being
made how one can simultaneously satisfy the conditions L=[ ¥ (H—E) ¥ dt=0, 3L/Qa=—Fk,
ak=—(R;|U]|ji*) appearing in the three methods. The whole theoretical discussion can without
difficulties be extended to the modified CouLoms potential, only the regular and singular spherical
Bessew functions are to be substituted by the regular and singular confluent hypergeometric functions
of the Courovs type respectively. The phase shifts and the wave functions calculated without exchange
agree well with the numerically solved results of Cuaxpraseknar and Breen. The results including
exchange terms agree reasonably well with the results of the numerical integration of the Harrree—
Fock equation, which has been carried out here by E. Trerrrz.

Die Elektronenstreuung im Feld eines neutralen
oder ionisierten Atoms ist in Physik und Astrophy-
sik von grofler Bedeutung. Ein wichtiges Beispiel
dafiir ist in der Sonnenphysik die Elektronenstreu-
ung im Feld des neutralen Wasserstoffs. Der Haupt-
beitrag zur kontinuierlichen Absorption im Spek-
trum der Sonne kann durch Gebunden — frei- und
Frei — frei-Ubergiéinge der Elektronen der negativen
Wasserstoffionen erkldart werden, wie es zuerst
von Pannekook! vorgeschlagen wurde und von
CuaxprASEKHAR 2 und CHANDRASEKHAR und Breex 34
theoretisch untersucht und bestéatigt wurde. Fir
Wellenlingen 4<16000 A, wo Gebunden — frei-
Ubergiinge die Hauptrolle spielen, stimmen die be-
rechneten Werte mit den beobachteten Werten von
Cuaroxce und Kourcaxorr 3¢ gut iiberein. Aber
fir Wellenlingen 2>16000 A, d.h. in dem Be-
reich, wo die Frei — frei-Ubergiinge den Hauptbei-
trag liefern, sind die theoretischen Werte nicht be-
friedigend. Den Grund dieser Diskrepanz kann man
in der nicht sehr genauen Naherung zur Berechnung
der Wellenfunktion des freien Zustandes suchen,
wihrend fiir gebundene Zustinde die sehr guten
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Wellenfunktionen von Hexricu? benutzt worden
sind.

Wir werden in dieser Arbeit versuchen, eine ana-
lytische Methode zur Losung dieses Problems zu
finden. Die gewohnliche Niherungsmethode von
Bory und Born—OpprENHEIMER zur Bestimmung der
Phasenverschiebung und der Wellenfunktion ist bei
niedrigen Energien nicht mehr anwendbar 8 9. Daf}
man in solchen Féllen ein Variationsverfahren ablei-
ten kann, wurde zuerst von HuLtHEN gezeigt!® 11,

Spater wurde eine modifizierte Methode von
Huanc 2 und Koux!?® vorgeschlagen. Die beiden
Methoden sind mit gutem Erfolg sowohl zur Be-
rechnung der elastischen und inelastischen Streuung
des Elektrons in der Atombhille als auch in der
Kernphysik angewendet worden.

Massey und Morserwitsch 14 und Branspen, DAL-
GarNO, Joun und SeaTon'® (bezeichnet weiter als
BDJS) haben die Verfahren von HurraiEx und
Konn zur Berechnung der elastischen Streuung eines
langsamen s-Elektrons unter Beriicksichtigung des
Austausches und der Korrelation im Feld des ato-
maren Wasserstoffs benutzt. Thre Ergebnisse fiir
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den Fall ohne Austausch und fiir antisymmetrische
Wellenfunktionen stimmen sehr gut mit den Werten
von CuanDrAsekHAR und Breex (bezeichnet weiter
als CB) bzw. Morse und Avruis !¢ iiberein, welche
die gestreuten s-Wellen in der Hartree—Fockschen
Naherung 17 numerisch gelost haben. Nur fir sym-
metrische Wellenfunktionen existiert fiir sehr kleine
Energien eine bemerkenswerte Abweichung zwischen
den Ergebnissen von Massey—Moiserwirsca, BDJS
und Morse—Aruis. Wie es schon von den Verfassern
bemerkt worden ist, diirften die Werte von BDJS
in diesem Fall fir sehr kleine Energien (in der
Niahe von k2— 0) besser sein als die von Massey
und MorserwitscH. Dagegen ist es ziemlich sicher,
daf} die Werte der letzteren fiir etwas hohere Ener-
gien (k*~0,5-1,0) besser sind; denn die imagini-
ren Phasenverschiebungen, die BDJS mit dem
Hurtninschen Verfahren bekommen haben, konnen
nicht gerechtfertigt werden. In beiden Arbeiten ist
die Korrelation durch die Einfithrung des gegen-
seitigen Abstands der beiden Elektronen in dem
Ansatz fur die Wellenfunktion berticksichtigt wor-
den, aber weitere Untersuchungen sind notwendig,
um eine sichere Aussage iiber den Beitrag der Kor-
relation machen zu konnen.

Das Variationsverfahren von Scuwincer 18 lieferte
zum gleichen Problem ein schlechteres Resultat 19721,
abgesehen davon, daf} hier ziemlich komplizierte In-
tegrale behandelt werden miissen. Drukargv 22724
schlug ein weiteres Verfahren zur Losung dhnlicher
Probleme vor, das Ocukur und PEetrov2® auf das
vorliegende Problem angewendet haben. Hier ist
die HarTtree—Focksche Integrodifferentialgleichung
durch zwei Vorrerrasche Integralgleichungen zwei-
ter Art mit algebraischen Nebenbedingungen ange-
nihert. Die Resultate von Ocuxur und PerroV stim-
men sehr gut mit den Ergebnissen von Massey und
Morserwitsce fiir den antisymmetrischen Fall und
ohne Austausch iiberein. Im symmetrischen Fall hat
man bei dieser Methode gute Ubereinstimmung mit
den Resultaten von Morse und Avwis fir sehr kleine
Energien, nicht dagegen fiir etwas hohere Energien.

Die p-Streuung (L =1) ist bis jetzt von CHANDRA-
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sekHAR und Breen3 und BDJS berechnet. In der
ersten Arbeit ist die HarTreesche Differentialglei-
chung (kein Austausch!) numerisch gelost. Dagegen
hat man in der zweiten Arbeit die Variationsmethode
von HurtHEN und Konn angewendet und den Aus-
tausch berticksichtigt. Auch ein Versuch, den Beitrag
der Korrelation in der p-Streuung festzustellen, ist
in der Arbeit von BDJS gemacht worden, aber die
Resultate diirften nur eine Schitzung sein, wie es
auch von den Autoren bemerkt worden ist.

Wir haben im folgenden die p-Streuung der lang-
samen Elektronen nach der HurtuEnschen, Komnn-
schen und einer weiteren hier abgeleiteten Methode
behandelt und den Austausch beriicksichtigt. Die
Resultate stimmen im allgemeinen besser als die
Resultate von BDJS mit den numerischen Losungen
der HarrtrEe-Fock-Gleichung, die von E. Trerr1z
durchgefithrt worden sind, tberein. Die drei Varia-
tionsmethoden sind gegeneinander abgegrenzt. Es
wird ein Vorschlag gemacht, wie man erreicht, daf}
alle drei Methoden dquivalent werden.

Theorie

I. Dafl man eine Variationsmethode zur Berech-
nung der Phasenverschiebung und kontinuierlichen
Wellenfunktion in einem kugelsymmetrischen Feld
anwenden kann, war 1944 und 1946 von HurTHEN
vorgeschlagen worden. Konn1® und Huane!? for-
mulierten spater eine weitere modifizierte Methode.
Kurz lauten die Methoden wie folgt:

Den asymptotischen Verlauf einer gestreuten Wel-
lenfunktion kann man schreiben als

7,(1) = BO v (8, 9),

lim R;(r) —sin (kr— nzl) +tan 4 cos (k r—%l)

(1)

Y™ (¥, @) : Normierte Kugelflichenfunktion, k: die
Wellenzahl, 1: die Phasenverschiebung der gestreuten
Welle in bezug auf die einlaufende Welle.

22 G. F. Drukarev, J. Exp. Theor. Fis. 25, 129 [1953].

2 G. F. Drurarev, J. Exp. Theor. Fis. 25, 139 [1953].

24 G. F. Drurkarev, J. Exp. Theor. Fis. 31, 288 [1956] oder
engl. Ubersetz. J. Exp. Theor. Phys., USSR 4, 309 [1957].
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Bildet man den Mittelwert

L= [P($~E) ¥ dr, (2)
so erhilt man nach der Variation
O0L= —kda oder 0S=0(L+ka)=0, (3)

wobei § der Hamirron-Operator ist. § angewandt
auf den mit r multiplizierten Radialteil der Wellen-
funktion lautet im kugelsymmetrischen Kraftfeld
(es werden stets atomare Einheiten benutzt) :

$=— 32+ 4y (4)
mit der Potentialfunktion ¥ (r) =3 U (r)
und a=tglh. (3)
Waihlt man nun einen Ansatz fiir die Wellenfunktion
mit den n unabhédngigen Parametern ¢y, ¢5,.... ¢y,

so schldgt HuLtHEN die folgenden Gleichungen vor.
um die n unbekannten Parameter und die Phasen-
verschiebung 4 = arc tg a zu bestimmen.

L=o, %L _o, i=1,...,n. (6)
dci

Dagegen benutzen Huane und Kounn die (n+1)
Gleichungen,
/3L 3L
(Ba)eeag = —F 5o =0 D
um @, ¢y, Cs, ..., C, zu bestimmen; die Phasenver-
schiebung Z ist dann

i=1,...,n,

/=arctg (%4—(11{). (7 a)
Der Unterschied in der Wahl der ersten Gleichung
bei beiden Verfahren liegt daran, daf} eine wahre
Lésung der ScuropiNcer-Gleichung die beiden Be-
dingungen L =0 und OL/3a= —k erfiillt. Mit an-
deren Worten, eine physikalische Feldgrofie V. die
eine Zustandsfunktion der gestreuten Welle dar-
stellt, erfiillt sowohl L=0 als auch 3L/Ca= —k;
bestimmt man umgekehrt aus diesen Gleichungen ¥,
so hat man (n+2) Gleichungen, um (n+ 1) Unbe-
kannte zu berechnen, und deshalb ist die Losung
tiberbestimmt.

Es wird jetzt gezeigt, dall man statt L =0 und
OL/3a= —k noch eine dritte wohlbekannte Identi-
tit (neben den Gleichungen GL/Qc;=0) benutzen
kann. um die unbekannten Parameter, die Phasen-
verschiebung und darauf die Wellenfunkticn zu be-
stimmen. Diese Identitit ist die Beziehung zwischen
dem Streupotential und der Phasenverschiebung.
Weiterhin wird gezeigt. dal} die dritte Gleichung
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automatisch befriedigt wird, wenn zwei von diesen
drei Gleichungen erfiillt sind.

Die Beziehung zwischen der Phasenverschiebung
und dem Streupotential bei den Randbedingungen
(1) und R;(0) =0 ist (siehe Anhang I a) :

ak=—(j"||R) (8)

1l: Die Potentialfunktion (bzw. -Operator) in §) [siehe
Gl. (4)], Ri(r)/r: der Radialteil der Wellenfunktion ¥
[siehe Gl. (1)], a=tg .

Allgemein ist:
(m’l‘(r)ln) = /m(r) 1(r) n(r)dr

[in diesem Fall: m(n) =j,"(kr); n(r)=R;(n);
1(r)=1U(r)].
ji(kr)=(nrk/2)" ], (kr):
Die spharische Besser-Funktion mit
positivem Index.

jrikry=(mrkf2)"]_;_ (k1):
Die spharische Besser-Funktion mit
negativem Index.

Unter der Annahme, daf} das Potential fiir grofles r
stirker als 1/r? abnimmt, kann man den Radialteil
der Wellenfunktion in der folgenden Form schrei-
ben:

Ri(r) =P(r) ji (kr) +Q(r) ji (kr)
mit den Nebenbedingungen

lim Q(r) = (1) q.

r— 00

9)

lim P(r) =const,

r— oo

denn die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung bei verschwindendem Potential ist

Jjikr) + (=1)la ji (kr).
Mit den unbekannten Parametern b und ¢ schreiben
wir (9) um:
Ri(r) =[1+ch(r)]ji (kr) (10)
+laf(r) +bg(r)]ji (kr)
mit den Nebenbedingungen

limf(r) =(-1),, limg(r) =limh(r) =0.

r—o0o r— 00 r— o0

(11)

Es 1aft sich jetzt zeigen, dall mit einer Wellenfunk-
tion der Art (10), wobei f(r), g(r) und A(r)
irgendwelche willkiirliche Funktionen sind, und
unter der Annahme

b(3L/3b) +¢(3L/3c) =0 (12)

Gl. (8) automatisch folgt, wenn gleichzeitig L=0
und OL/Qa= —k. Mit einer Wellenfunktion der
Art (10) kann man L als eine quadratische Funk-
tion von a, b und ¢ darstellen:
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L=A,a*>+ A, 0>+ A3?+ Agab+Asbc+Ageca+A;a+Agb+ Agc+ A, . (13)
wobei
Ao=<fl+(kr)‘—235+k2 a )s Ay=(f(r) j (k)| =29+ |f(r) ji (kr)).
=(g(r)j,'(kr)’ 29+k | g(r) ji (kr)), Ay = (h(r) ji' (kr)| =29+ | h(r) ji (kr)),
fr) i (kr)| =29+ |g(r) ji (kr)) + (g(r) ji (kr)| =29+ k[ f(r) ji (kr)),
= (g(r) jr (kr)|[ =29+ K| h(r) j (kr))+ (h(r) j"(kr)| -2 D+ # |g(r) ji (k1)) , (14)

=i
(
(h(r) ji' (k)| =29+ |f(r) ji (kr)) + (f(r) ji (kr) | =29+ R [h(r) ji" (k1)) ,
(i (k)| =29+ 8 [f(r) j (kr)) + (f(r) ji (kr)| =29 +#|j (kr)) .
(J
(J

ji' (kr) l—25§+k2{g(r) jrkr)) +(g(r) i (kr)|-29+k|ji (kr)),
Jkn) =29 + B k() ji' (kr)) + (h(r) J'z+(kr)1—25§+k2|jf(kr)) ;

II

a OL b 3L , ¢ oL a 3L
Lz’z‘é" PR TE R Ay tAeg tAag b= SEL AL t g+ Ay G 4y
[gemdll (12)].
>  LI+1))\ .+ v
Da (dr + k2 — - )]l (kr) =0 ist,
erhélt man — (R U|j (kr))=(R;| -2+ ji" (k1)) .

Partielle Integration liefert — (R; | n | jikr)y=ak+ (i (kr) i —-29+k l R;) [siehe Anhang I(b)]
oder

2(R/ |10

y=ak+ (i’ (kr)| -20+ k| R)) + (Ri|-29+ k| ji" (k1))
=ak+Cia+Cyb+C5¢c+C, (14 a)

wobei = (G )| =25+ 1) jr (k) + (1) jr (k)| =25+ i (kr)) = .
=<Jz(krl—2.‘§>+k2|g(r)]z(kr)) +(g(r) jr (kr)|-29+ =4s,
— (k)| =29+ R |h(r) jit (kr)) + (h(r) ji (k)| — 2D+ k2| j (kr)) = 4,
=2<,z (kr)]—23§+k- ikr)y=24,.

Also ist —2(R|U|j (kr))=ak+A;a+Agb+Agc+2 A4,

und es folgt L=2% _ ek pIU|j‘kr)). (15)

23L 2

Gl. (15) stellt den Zusammenhang zwischen Gl. (8), der HurtaENschen Gleichung L =0 und der Konn-
schen Gleichung L/3a= —k [unter der Bedingung (12)] her. Ferner sieht man jetzt deutlich, daf§ die
dritte Gleichung erfiillt ist, wenn zwei von diesen drei Bedingungen befriedigt sind.

Betrachtet man jetzt Gl. (15) zusammen mit (6) und (7), so lassen sich auch die folgenden Gleichungen
zur Bestimmung der n unbekannten Parameter und der Phasenverschiebung wéhlen

~(R|U|jr (kD) =ak, (@  L-0, i=l...,n. () (16)
(16 b) schliefit die Bedingung (12) ein (mit b=c¢; oder 0; c=c, oder 0). Gl. (16a) ist eine lineare
Gleichung in der Phasenverschiebung @, womit die Zweideutigkeit der Losungen fiir a, die im HuLrHEN-
schen Fall auftritt, vermieden wird. Entsprechend wie in der Konxschen Methode ergibt sich der Phasen-
winkel

Ay =arc tg (a; + Li/k) , (16¢c)

wobei sich der Index t auf die nach Gl. (16) bestimmten Werte bezieht.
Benutzen wir das Gleichungssystem (16). so nimmt L. eine einfache Gestalt an. Bei Beriicksichtigung
von Gl. (15) ist

Lt= _‘L@E_,aﬁ +(l:IL: ,El_

JL JL
23a 2 2(—~+k) und = =2A4A,a+ Ay b+ Age+ A4, (17)

Qa da
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30— 2e ) i k) [ =29+ K [[(r) jr (kr))+b (f(r) ji (k)| -2 D+ K |g(r) jr (kr))

+b(g(r) jr (kr)[ =29 +R|f(r) j (kr))+e (f(r) i (kr)| -2+ k| h(r) ji' (k7))
+e(h(r) i (k)| =20+ K f(r) jr (k) )+ (i (kr)| =2 O+ K| f(r) j (kr))

+{(f@) jo k)| -2+ i (k1))

oder oL _

Also ist

Eine implizite Voraussetzung fiir die Gln. (3)
und (7 a) ist, dal Lx relativ klein gegen ak ist.
Es wird spéter gezeigt, dall L; gewohnlich kleiner
als Lx ist [vgl. Gl (31)]. Die Variationsmethode
(16) ist etwas stabiler als die Kounsche Methode.

Wir leiten jetzt eine allgemeine Beziehung ab, die
als gute Kontrolle der numerischen Rechnung be-
nutzt werden kann. (Wie oben bedeutet der Index K
die Werte, die mit dem Komunschen Verfahren ge-
rechnet sind.)

Aus Gl (15) folgt
Lg—— &k _ &k (R U|j’kr)) oder

2 2
Lx +agk=tglx = — (R |U|j (k1)) (19)

=%(ak+C1aK—|—C2bK +C3CK+C) .

Falls ax und Lk numerisch richtig gerechnet sind,
mul} (19) befriedigt sein.

Gute Kriterien fiir die Giite der nach HuLtHEN
bzw. Koux oder nach den GIn. (16) gerechneten
Werte sind:

a) Inwieweit die Phasenverschiebung berechnet
nach Hurtuix die Gl. (8) befriedigt. Bei guter
Ubereinstimmung kann man ein gutes Resultat er-
warten.

b) Gute Werte im Konnschen Verfahren kann
man nur erwarten, wenn Lk gegen ak ziemlich
klein ist. Es wird spiter gezeigt werden, daf} jedoch
Ax auch fiir grofle Lx ein ziemlich gutes Resultat
liefern kann.

c) Bleibt L; sehr klein, so sollte Gl. (16) ein
gutes Resultat geben.

Ein Verfahren, welches eine eindeutige Losung
bestimmt, so daB alle drei Bedingungen L=0;
OL/Qa= —k und —ak= (R, ‘ Wl (kr)) erfullt
sind, kann man dadurch gewinnen, dal man irgend-
einen festen Parameter z in die willkiirlich gewahl-
ten Funktionen f(r), g(r) oder A(r) einfiihrt. Die-
sen festen Parameter bestimmt man nicht durch die

oL — (R =29+ |[() i (kr) + (f(r) ji (k)| -2 8+ B | Ry)

— —k+(f(r) (k)| -2 +R|Ry) .
L= (f() i (kn)| —2 8+ K |R) .

[siehe Anhang I(c)]

(18)
Variationsgleichung aL/asz, sondern so, daf}
Lx =L;{=0. Dann hat man eine eindeutige Wellen-
funktion und Phasenverschiebung als Funktion der
Energie k2, die alle drei Gln. (6). (7) und (8) er-
fiillen. Vom physikalischen Standpunkt ist so ein
Verfahren sinnvoll, denn die wahre Wellenfunktion
und Phasenverschiebung miissen die Gleichungen
L =0 und (8) befriedigen. Ein so bestimmter Para-
meter z ist eine Funktion der Energie der gestreuten
Welle allein.

Physikalisch gesehen stellt Gl. (8) ein Mal fiir die
Verzerrung der ebenen Welle durch das Potential-
feld dar, ausgedriickt durch die Phasenverschiebung
der auslaufenden Welle. Voraussetzung ist, daf} das
Potential stirker als 1/ abnimmt, wie z. B. das
Potential eines neutralen Atoms oder das Yukawa-
Potential. Aus der Ableitung geht hervor. daf} die
Methode fiir beliebig viele Parameter gilt, solange
b(SL/3b) 4 ¢(SL/3c) =0 erfiillt ist.

Die diskutierte Theorie ist auch ohne weiteres im
Falle eines modifizierten CouLoms-Potentials an-
wendbar, d. h. man kann sie fiir die Streuung am
ionisierten Atom gebrauchen. Der Radialteil der
Differentialgleichung fiir das modifizierte CouLoms-
Potential im kugelsymmetrischen Fall ist

2
(& +B+ 2 +U- MED)R () —0.

Wenn die Abweichung U vom Couroms-Potential
stiarker als 1/r> abfillt, wie es gewohnlich der Fall
ist, dann hat f;(r) das asymptotische Verhalten
(r— o)

fi(r) =Fi(r) +a; G (r) ,
wobei F;(r) und G;(r) reguldre und singulire kon-
fluente hypergeometrische Funktionen fiir CouLoms-
Potential sind. Sie haben die asymptotische Form
Fi(r)—>sin (kr+2 5 In 2kr+4— b,

r— 0o

G;(r)— cos (kr+2k_1 In2kr+/4;— 721)

r— 00
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Mit diesen asymptotischen Bedingungen kann man
Gl. (3) wieder bekommen, und die Gl. (8) liest
sich:

ak——(F|1|R).

Entsprechend mufl man (9) umschreiben
Ri(r) =P(r) Fi(r) + Q(r) Gy(r)
mit denselben Nebenbedingungen fiir P(r) und

Q(r).

So kann man die ganzen Uberlegungen ohne wei-
teres auch in diesem Fall durchfilhren; nur muf}
man iiberall j;" (kr) durch F;(r), und j; (kr) durch
G;(r) ersetzen.

II. Es soll die elastische Streuung eines lang-
samen Elektrons im Feld des neutralen Wasserstoff-
atoms untersucht werden. Dies kann man auch als
die Bestimmung der Eigenfunktionen des H-Kon-
tinuums auffassen. Die Wellenfunktionen konnen
fir die Berechnung des optischen Absorptionskoef-
fizienten im H -Kontinuum benutzt werden.

Der Hamirton-Operator eines Systems mit einem
Proton von unendlicher Masse und zwei Elektronen
(in atomaren Einheiten) ist

1 1
_ r,,) ,

1 1
§=— (5 Ui+t + 4, —

wobei r; und r, die Abstande des Elektrons (1)
bzw. (2) von dem Kern sind und r;, den Abstand
zwischen den Elektronen (1) und (2) bedeutet.
A4, und 4, sind die Laprace-Operatoren, angewendet
auf das Elektron (1) bzw. (2). Fir elastische

Streuung kann man die Wellenfunktion des ganzen

(21

Systems, ¥, in der ersten Austausch-Naherung
schreiben als
Pt 1) =, [90(1) fo(t) £ o(ta) fo(x0)] -

(22)

Das positive bzw. negative Zeichen entspricht dem
symmetrischen bzw. antisymmetrischen Fall. ¢ (1)
erfiillt die Grundzustandsgleichung des Wasserstoff-
atoms, namlich

1 1
(’é' A+ Ey+ rl)‘Po(rﬂ =0

Damit erhilt man

R(ry) dry

_9L— /R(’e) L;:fz LR l(lf;{—rl), _U(ry)
2 2
0

+ [ R(ry) @o(rs) dry [K(ry,7) dry.  (23)
0
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Hierbei ist
R(r)/r der Radialteil von f,(1),
U(r) das auf das gestreute Elektron wirkende
Potential des neutralen H-Atoms,

Ur) = —2(1+ }_)e—‘.’r,,

2

(23 a)
./~ K(ry 1) dry= 2l+1 [/R(rl) 9%("1)( )d"l

4‘/‘?’0(’1) R("1)(r:)l+]d"l}-

(23 b)
Ohne Austausch verschwindet das letzte Glied der
Gl. (23).
Beriicksichtigt man das Austauschglied, so erwei-
tert sich Formel (8) zu

ak=— (R(rz)f U]jf(krg))
+ (i (kro)| [ K(ryars) dry | o(ra)) . (24)

wobei

(i (k)| [ K(ry,rs) dry| @o(ra))

= 2?1‘1[/&; Ji' (kry) ‘Po(rz)/R(rl) @ (ry) 11 dry
0

+ / 92 R(ry) @y (ra) ] jit (ery) @o(ry) 1+ dr,
0

Durch das zugefiigte Glied in der rechten Seite der
Gl. (24) wird die allgemeine Theorie des Teils I
nicht geéndert, da das Austauschglied entsprechend
auch in L auftritt. Man kann die Potentialfunk-
tion 1l als Operator auffassen, der das gewdshnliche
Potential und das Austauschglied enthélt.

ITI. Die Wahl fiir den Ansatz einer Wellenfunk-
tion hingt von dem Potentialverlauf und den Rand-
bedingungen ab. Man sieht aus Gl. (23 a), daf} das

Potential fir grofes r stirker als 1/r?> abnimmt.

Also kann man R;(r) wie in Gl. (9) schreiben

Ry(r) =P(r) ji" (kr) + (—=a)'Q(r) j (k7). (9)
Die Randbedingungen sind
rlin; R;(r)— sin (k r— Zl) +tg A cos (k r— ;l),
lim R;(r)— "L, R;(0) = (26)
lim P(r)—1, lim Q(r)—1.

In der Umgebung von Null verlduft j,"(kr) wie

r'"1 und wird j; (kr) singulir wie 1/r'. Also miis-
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sen sich P(r) und Q(r) dort wie r° bzw. 2’1 ver-
halten. Die Randbedingungen von P(r) und Q(r)
sind also:

lim Q(r)— r?!+1,
r—0

lim P(r)— const,
r—0

Wir machen den folgenden Ansatz, der alle diese
Bedingungen erfiillt.

R;(r) =j1+(kr) +(—1)l (a+becr)

(1—ecn)2H i (kr), (27)
(fir p-Wellen) :
Ri(r)=j (kr) —(a+be ")
(1—e c7)3j (kr). (28)

Der Parameter ¢ kann als eine Art Abschirmungs-
parameter des gebundenen Elektrons im Grundzu-
stand angesehen werden; man erwartet fiir ihn die
Groflenordnung 1. P(r) wird gleich 1 und nicht als
irgendeine Funktion von r, z. B. (1+4+dc™"), ge-
setzt, was durch den Erfolg bei der Berechnung der
s-Wellen gerechtfertigt ist 4.

Weiter wurde in unserer Rechnung ¢y=e 7/V7
gesetzt, d. h. die Verzerrung der Wellenfunktion im
Grundzustand durch das zweite Elektron ist vernach-
lassigt.

IV. Setzt man den Ansatz (28) und @y (r) =e "/}
in Gl. (23) ein, so erhdlt man L als eine quadratische
Funktion von a und b

L=A,/ a4+ A4, b +A4ab+A4, a+ A5 b+ 4y, (29)
A =4/ (c); i=0,...,5.

wobei

Die expliziten Werte der A;" sind im Anhang II zu fin-
den.

Da die A4/ ziemlich komplizierte Funktionen von ¢
sind, wird die analytische Variation von c¢ schwierig.
Dagegen ist es einfach, einen geeigneten Wert von ¢
graphisch zu bestimmen. Die ¢-Werte werden nach zwei

F.B. MALIK

(i) ¢ wird so gewéhlt, dal} die Variationsgleichung
OL/3c =0 befriedigt ist,

(ii) ¢ wird so bestimmt, daf} alle drei oben diskutier-

ten Methoden dquivalent werden, d. h. Lx = L =0.

a) Graphische Bestimmung von c¢ im Kounnschen Ver-
fahren:

i) Um ¢ so zu bestimmen, daB SLk/Cck =0, bemer-
ken wir, daf}

Six _ 3Lk | dax , 3Lk | dbx . SIx
dck  dax dek = Qbk dexk 3¢k
= g2, SIK
dek Ack
dLx d d
= 7 Lx/k+ag) = tgig=0.
Also dek 0, wenn ch( k/k+ax) dex gigk=0

Zeichnet man jetzt Lg/k-+ax in Abhéngigkeit von c,
so ist im Extremalpunkt OLg/Gcg=0.

ii) Tridgt man Lk/k gegen c auf, so gibt der Punkt
Li/k=0 die c-Werte, die alle drei Methoden dquivalent
machen.

b) Graphische Bestimmung von c¢ im HuvrrHENschen
Verfahren:

i) ¢ wird so bestimmt, daB QLyu/Qcy =0 ist.
Nun ist
dLy 3Ly .

den

day

dey

Sy |

kK dbmg | aL,U
dbu

San depp ScH

denn Ly ist identisch Null gesetzt worden.

3Ly .
Bbn =0 ist also

Wegen
OLH _ eLu |
Qe Qan
Sowohl aus 3Ly/Can=0 als auch aus dap/deg=0
scheint OLy/Ccn =0 zu folgen. Aber es ldBt sich zeigen,
daB bei OLu/Qam=0 gleichzeitig Oap/den unendlich
wird und das Produkt SLy/Cay - dap/dcy einen end-
lichen Wert ungleich Null annimmt.
Unter Beriicksichtigung von OLy/Qby=0 wird Lu
eine quadratische Funktion in a [vgl. (29)]:

day
deg ’

verschiedenen Bedingungen bestimmt, ndmlich: Lu=B; ag*>+Byan+B,=0, (29 a)
B g A2 p g A4S I
wobei By =4, — vk B,=A, — 24, und By=A4, — e
B, VB2—4By,B, OLu i =
A = B o Vs —aibety SR By=1VB,>—4 =*VD.
lso an 2B, 5B, ' Bam 2By au+B; VB B, B, VD
aL}{ "2""“’" T ey
Wenn m:(), folgt V/By2—4 B, By=1D=0
dan 1 dB, B, dB, VD dB; 1 dD Al 3 dan
L - " - lim 9% _ .
i den 2 B, dcu 2 B2 dcy + 2 B;® dcn 4B, VD dcu S0 Dl_r)nﬂ cH
Aber lim oLy , day existiert und ist
D—0 Cay dcm
m ?\ﬂ . dan _ lim * ]/D _ 1 dB, + B, dB, = VD dB; + 1 dD ,
D—0 Cag dcH D—0 2 B, dcu 2 B dcu 2 By® dcy 4 By YD dcu
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Ly  dan _ 1

4D _ cndlich +0,
decH

lim =
; 4B, den

D—0 allH

da im allgemeinen B; endlich ist und die Nullstelle
von D als Funktion von ¢ einfach ist. Also ist 3Ly/Ccn
nur dann Null, wenn dap/dcg =0 . Trigt man ag gegen
cu auf, gibt der Extremalpunkt dLg/Ccg=0.

ii) Will man ¢ so wihlen, dal} alle drei Verfahren
dquivalent werden, so trigt man }/D gegen c¢ auf und
sucht den c-Wert, der — }/D = — k macht. Offenbar soll
dann ¢ die gleichen Werte annehmen wie im Kor~schen
Fall fiir Lx =0. Solange die HurtuEx- und Konnschen
Werte annihernd iibereinstimmen, kommt nur das ne-
gative Zeichen vor der Wurzel in (29) in Frage, da
aus der Konnschen Methode folgt, daB OL/Ca negativ
sein soll. Damit hat man sich der Zweideutigkeit der
ag-Werte entledigt.

¢) Graphische Bestimmung von ¢ aus den Gln. (16)

i) Beginnt man mit den Gln. (16), so kann man
OLt/3ct=0 nicht auf solch einfache Weise bestimmen.
Man muf} ¢ so wihlen, daf

3Lt dat dLt .
— 0 — 4+ — =0 ist,
Qat dct det 18
. 4Ly _ 3Li da , OLy abi , 3L
enn det  Qat det Qby dct Qct

ii) Der c-Wert, der alle drei Methoden &quivalent
macht, folgt wieder aus Ly=0. Er soll derselbe sein wie
bei den Konxschen und HurtuEnschen Verfahren.

Zum SchluBl werden noch zwei weitere Gleichun-
gen angegeben, die man als Kontrolle zur nume-
rischen Rechnung benutzen kann. Man hat (s. An-
hang III a)

Lx/k= (- d*)[4f,

f=au +ans—2ax,

(30)

wobei d=ag, —ags .

Dies dient nur zur Kontrolle der ¢ und nicht der
Koeffizienten A4’, da (30) aus der quadratischen
Form von L in den a folgt.

Ferner kann man mit dem Ansatz (10) und
b(QL/3b) =0, ¢(AL/Sc) =0 [b und c¢ beziehen
sich hier auf die Parameter in Gl. (10)] eine Be-
ziehung zwischen Lg und L; bekommen

=Ly —5%
L. = aH; +aH; —aK
Dies ist im Anhang III(b) abgeleitet. Falls

(31)

amgy > aygs — ag
(wie es im allgemeinen der Fall ist), gilt

Lt = LK L .
aHy

Wenn a; und ay, dasselbe Vorzeichen haben, so gilt
dies fur L; und Lx und umgekehrt. Oft ist ag; we-
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sentlich groBer als a;, dann ist Ly wesentlich kleiner
als Lg, und man kann hoffen, dal die Losung des
Systems (16) ein besseres Ergebnis gibt als das
Konnsche Verfahren.

Resultat und Diskussion

I. Die Phasenverschiebung

In Tab.1la sind die Phasenverschiebungen fiir
verschiedene Energiewerte %%, die mit dem Ansatz
(28) mit ¢ =1 berechnet sind, und die numerischen
Losungen der Hartreeschen bzw. Harrree-Fock-
schen Differentialgleichungen aus der Arbeit von
CraNDRASEKHAR und BRreen?® bzw. TrerFTz (noch
nicht veroffentlicht) angegeben. Die Werte von
Branspen, DaLcarno, Joun und Seaton (BDJS) 15
sind in Tab. 1b zum Vergleich gegeben. Der Grund
fiir die Wahl von ¢=1 wird in den nachfolgenden
Paragraphen in Verbindung mit der Diskussion der
Variation von ¢ (vgl. Tab.2a—f) erldutert. In
Abb. 1 sind die Phasenverschiebungen gegen die
Energiewerte k* aufgetragen. Die Indices n, H, K
und t beziehen sich auf die Werte, die durch nume-
rische Integration nach dem HurtaEnschen bzw.
Konnschen Verfahren bzw. aus (16c¢) berechnet
worden sind. Bei Vernachldssigung des Austausches
stimmen die nach unserem Ansatz und den drei
Variationsverfahren gerechneten Werte und die von
BDJS sehr gut mit den numerisch berechneten Wer-
ten von CB iiberein. Beriicksichtigung des Austausch-
gliedes dndert die Phasenverschiebung betréchtlich,
obwohl nicht so stark wie bei den s-Wellen (L=0).
Fir kleine k%> (d.h. k22— 0) liduft die Phasenver-
schiebung bei p-Wellen gegen Null; dagegen strebt
die Phasenverschiebung bei s-Wellen gegen 180°.
Im halbklassischen Bild kann man diesen Unter-
schied so erkliren, daBl eine p-Welle wegen ihres
héheren Drehimpulses nicht so nah an das Streu-
zentrum kommt wie eine s-Welle. Im symmetrischen
Fall ist es iiberraschend, da} eine negative Phasen-
verschiebung auftritt. Bei 2 = 2,105 ist die Phasen-
verschiebung Null. Wir konnen uns dies nach dem
klassischen Bild folgendermaBen vorstellen: Eine
negative Phasenverschiebung bedeutet ein positives
(d. h. abstoflendes) Potential und umgekehrt. Das
Austauschglied kann man als eine Art Potential an-
sehen (obwohl im strengen quantenmechanischen
Sinn der Austausch ein nicht lokaler Effekt ist), das
im symmetrischen Fall umgekehrte Vorzeichen wie
das normale Potential hat. Fiir kleine Energien %>



Phasenverschiebung fiir c=1

k? k ohne Austausch symmetrisch antisymmetrisch
in At. E. An AH ik At An IH K At An A K it
0,015 0,123 +0,00049 +0,00049 +0,00049 +0,00049 —  —0,0022 —0,0021 —0,0020 —  +0,0040 40,0040 40,0041
0,03 0,173 00136 00136 00136 00136 | —0,0056 0058 0057 0055 40,0110 0109 0110 40,0109
0,05 0,224 00287 00286 00287 00285 0113 0116 0114 0115 0228 0227 0228 0226
0,07 0,264 0046 0046 0046 0046 0176 0178 0177 0180 — 0363 0364 0361
0,1 0,316 0077 0077 0077 0076 0273 0276 0274 0274 0586 0586 0587 0586
0,25 0,5 0260 0260 0260 0260 0703 0704 0703 0703 1694 1695 1695 1696
0,3 0,548 — 0325 0325 0325 - 0812 0811 0813 - 2002 2003 2001
0,5 0,707 0584 0582 0582 0582 1085 1084 1082 1084 2864 2857 2857 2857
0,6 0,775 0704 0702 0703 0702 — 1141 1138 1140 — 3113 3113 3112
0,7 0,837 0818 0815 0816 0816 = 1159 1154 1159 — 3294 3294 3294
0,8 0,894 0924 0921 0922 0921 1148 1146 1139 1146 3434 3420 3421 3421
0,9 0,949 — 1020 1021 1020 — 1110 1098 1109 — 3509 3512 3508
1,0 1,000 1115 1112 1112 1112 1057 1055 1039 1054 3580 3569 3575 3568
1,25 1,118 1317 1314 1314 1314 = 0865 0838 0865 — 3640 3662 3638
1.5 1,225 1485 1482 1482 1481 0642 0637 0600 0636 3655 3650 3691 3645
1,75 1,323 1587 1621 1622 1621 - 0399 0356 0400 — 3628 3689 3624
2,0 1,414 — 1737 1740 — = 0168 0124 s = 3592 3668 —
2,15 1,466 — 1798 1801 — s —0,0036 —0,0007 = — 3566 3648 e
23 1,517 - 1853 1856 = = +0,0091 +0,0132 - — 3540 3625 —
25 1,581 — 1918 1922 - =t 0249 0287 —_ — 3504 3591 =
2,8 1,673 - 2001 2006 = = 0465 0497 — — 3449 3535 —
3,0 1,732 — 2048 2053 = = 0666 0690 — — 3307 3385 =

Tab.1a,b. Ay: Die Phasenverschiebung nach der numerischen Losung der Differentialgleichung. An, Ak und A¢: Die Phasenverschiebung nach dem Hurrnisschen
bzw. Kounschen Verfahren bzw. nach dem Gleichungssystem (16).

ohne Austausch symmetrisch antisymmetrisch
k> BDJS * . BDJS BDJS
An A K n Al K /n AH Ak
0,25 40,0260 +0,0260 40,0260 —0,0703 —0,0705 —0,0704 | 40,1694 40,1687 40,1688
0,5 0,0584 0,0582 0,0582 0,1085 0,1126 0,1094 0,2864 0,2787 0,2822
0,8 0,0924 0,0923 0,0923 0,1148 0,1174 0,1133 0,3434 0,3430 0,3450
1,0 0,1115 0,1114 0,1114 0,1057 0,1094 0,1030 0,3580 0,3564 0,3601
Tab. 1 b.
* Ansatz: R, (1) =j," (kr) —a;[1 —exp(—2kr)]*j (kr)+b(kr)?exp(—3kr).
R % ohne Austausch symmetrisch antisymmetrisch
k ¢ An ALK, t cs n ALK, t cA n AL K. t
0,1 0,32 +1,085 40,0077 40,0077 40,91 —0,0273 —0,0270 40,97 40,0586 40,0591
0,25 0,50 1,130 0,0260 0,0260 0,945 0,0703 0,0699 1,015 0,1694 0,1692
0,5 0,71 1,162 0,0584 0,0586 0,911 0,1085 0,1080 1,028 0,2864 0,2859
0,8 0,89 1,160 0,0924 0,0932 — 0,1148 — 0,930 0,3434 0,3388
1,0 1,00 1,112 0,1115 0,1124 — 0,1057 — ‘ — 0,3580 —

Tab. 2. Phasenverschiebung bei gleichzeitiger Befriedigung der drei Methoden. Die Werte von ¢ sind graphisch bestimmt mit einem Fehler von + 2 Einheiten der
3. Dezimalen. Zy,: Die Phasenverschiebung nach der exakten Lisung der Differentialgleichung. Air, k. 1: Die Phasenverschiebung bei gleichzeitiger Befriedigung der
Arei Methaden
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LA, o a

A (Ds @y 4 ULOULLULLE dUL UG LTULBUIIUCLL OULLGLLY

c aK Lx/k  ax+Lg/k an ay Ly/k bk bu by AK H v
ohne Austausch
0,7 40,0155 —0,0079  +0,0077 40,0075 +0,0075 40,0000 —0,0062 40,0078 = 40,0076 40,0075 40,0075
0,91 0102 0026 0077 0076 0076 0000 0013 0034 40,0035 0077 0076 0076
1,0 0088 0011 0077 0077 0076 0000 —0,0003 0018 0018 0077 0077 0076
1,085 0077 —0,0000 0077 0077 0077 0000 -+0,0004 +0,0004 0004 0077 0077 0077
1,3 0056 40,0021 0076 0076 0078  —0,0003 0014  —0,0026 — 0076 0076 0075
1,8 40,0029 40,0046  +0,0075 40,0070 40,0080 —0,0013 40,0025 —0,0074 —0,0099 40,0075 40,0070  -+0,0067
symmetrisch
0,7 —0,0511 40,0250 —0,0261 —0,0269 —0,0278 40,0009 40,0728 40,0276 - —0,0261 —0,0269 —0,0269
0,91 0272 0001 0271 0271 0271 0000 0398 0394 40,0394 0270 0270 0270
1,0 0219  —0,0055 0274 0276 0268  —0,0006 0329 0441 0426 0274 0276 0274
1,085 0182 0095 0277 0284 0266 0016 0283 0490 0453 0277 0284 0281
1,3 0119 0164 —0,0283 0355 0257 0045 0207 0715 — 0283 0355 0302
1,8 —0,0054 —0,0238 —0,0291 Im. —0,0253 —0,0184 40,0129 40,0488 +0,0644  —0,0291 Im. —0,0437
antisymmetrisch
0,7 +0,1264 —0,0637 +0,0627 40,0585 40,0543 40,0035 —1,3320 —0,0226 — +0,0626 40,0584  +0,0577
0,97 0595  —0,0004 0591 0591 0590 40,0003 0507 0501 —0,0499 0591 0591 0592
1,0 0555 40,0032 0587 0586 0596  —0,0008 0465 0629 0533 0587 0586 0586
1,085 0460 0116 0576 0570 0612 0045 0370 0557 0518 0575 0569 0567
1,3 0299 0250 0549 0507 0683 0237 0222 0601 — 0549 0507 0446
1,8 40,0132 40,0373 +0,0506 40,0356 +0,0749 —0,1380 —0,0087 —0,1491 —0,0596  +0,0505 40,0356  -0,0630
b) k% =0,25;
c ak Lk /k ag +Lx/k ay ag Li/k bk b bt Ak An A
ohne Austausch
0,900 0,0344  —0,0085 0,0259 0,0258 0,0256 0,0002 0,0081 0,0235 0,0239 0,0259 0,0258 0,0258
0,945 0,0326  —0,0066 0,0260 0,0259 0,0258 0,0002 0,0084 0,0204 0,0208 0,0260 0,0259 0,0260
1,000 0,0305  —0,0045 0,0260 0,0260 0,0258 0,0002 0,0086 0,0168 0,0171 0,0260 0,0260 0,0260
1,015 0,0299 —0,0039 0,0260 0,0260 0,0258 0,0002 0,0087 0,0159 0,0162 0,0260 0,0260 0,0260
1,100 0,0270  —0,0010 0,0260 0,0260 0,0259 0,0001 0,0089 0,0107 0,0108 0,0260 0,0260 0,0260
1,130 0,0260 40,0000 0,0260 0,0260 0,0260  —0,0000 0,0090 0,0090 0,0090 0,0260 0,0260 0,0260
1,200 0,0239 0,0021 0,0260 0,0260 0,0262  —0,0001 0,0092 0,0052 0,0049 0,0260 0,0260 0,0261
symmetrisch )
0,900 —0,0767 0,0069 —0,0698 —0,0698 —0,0703 0,0005 0,3042 0,0908 0,0918 —0,0697 —0,0697 —0,0697
0,945 —0,0698 —0,0002 —0,0700 —0,0700 —0,0700  —0,0000 0,0968 0,0972 0,0972 —0,0699 —0,0699 —0,0699
1,000 —0,0626 —0,0078 —0,0704 —0,0705 —0,0697 —0,0008 0,0893 0,1049 0,1032  —0,0703 —0,0704 —0,0703
1,015 —0,0609 —0,0096 —0,0705 —0,0706 —0,0696 —0,0010 0,0875 0,1070 0,1048 —0,0704 —0,0705 —0,0705
1,100 —0,0520 —0,0190 —0,0710 —0,0719  —0,0690 —0,0026 0,0785 0,1189 0,1131  —0,0709 —0,0718 —0,0714
1,200  —0,0436 —0,0280 —0,0716 —0,0744 —0,0684 —0,0050 0,0702 0,1341 0,217 —0,0715 —0,0742 —0,0732
antisymmetrisch
0,900 0,2101  —0,0372 0,1729 0,1716 0,1650 0,0061 0,1289  —0,0672 —0,0566 0,1711 0,1700 0,1694
0,945 0,938  —0,0215 0,1723 0,1718 0,1673 0,0043 0,1159  —0,0806  —0,0733 0,1706 0,1701 0,1700
1,000 0,1779  —0,0047 0,1712 0,1712 0,1700 0,0011 0,1028  —0,0972 —0,0933 0,1696 0,1696 0,1696
1,015 0,1715  —0,0005 0,1710 0,1710 0,1708 0,0001 —0,0998 —0,0989 —0,0987 0,1693 0,1693 0,1692
1,100 0,1482 40,0205 0,1688 0,1681 0,1751  —0,0075 —0,0842 —0,1170 —0,1285 0,1672 0,1666 0,1660
1,200 0,1254 0,0404 0,1658 0,1629 0,1803 —0,0208 —0,0699 —0,3333 —0,1629 0,1643 0,1614 0,1582

* Jy=arc tg(ay+Lifk); »—“:

nicht gerechnet; Im.: imaginar.
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¢) k2=0,5;

¢ aK Lx/k ak + Lk [k ap at Li/k bk by by K A At
ohne Austausch
0,80 40,0819 —0,0246 40,0573 40,0571 +0,0567 40,0004 40,0576 40,1048 40,1055 40,0572 40,0571 40,0571
1,0 0680 0097 0583 0582 0579 0003 0565 0744 0751 0582 0582 0582
1,1 0622 0037 0586 0586 0584 0001 0531 0599 0603 0585 0585 0585
1,15 0596  —0,0009 0586 0586 0586 0000 0513 0530 0531 0586 0586 0586
1,2 0569  +0,0018 0587 0587 0588  —0,0001 0496 0464 0461 0586 0586 0586
1; 0519 0068 0587 0586 0592 0006 0466 0337 0327 0586 0585 0586
1,4 40,0472 40,0114 40,0586 40,0584 +0,0596 —0,0013 +40,0441 +0,0221 40,0198 40,0585 +0,0583 40,0582
symmetrisch
0,80 —-0,1379 40,0298 —0,1081 —0,1084 —0,1092 40,0008 +0,1677 +0,1077 +0,1095 —0,1077 —0,1079 —0,1079
0,91 1087 40,0003 1084 1084 1084 0000 1356 1351 1351 1080 1080 1080
1,0 0926 —0,0161 1086 1088 1077  —0,0011 1224 1552 1529 1082 1084 1084
1,1 0789 0300 1090 1098 1069 0027 1132 1762 1703 1085 1094 1092
1,2 0680 0413 1093 1116 1062 0048 1067 1968 1858 1089 1111 1105
1,3 0590 0507 1097 1143 1056 0074 1016 2182 1998 1092 1138 1135
1,4 —0,0514 —0,0586 —0,1101 —0,1184 —0,1050 —0,0105 40,0971 40,2419 +0,2129 —0,1096 —0,1178 —0,1189
antisymmetrisch
0,80 +0,3997 —0,1118 +0,2879 40,2848 +0,2764 40,0079 —0,0814 40,1189 40,1336 40,2803 40,2775 40,2770
1,0 3044 —0,0107 2938 2937 2918 +0,0018 0165 +0,0010 +0,0043 2857 2857 2857
1,03 2937 +0,0003 2939 2939 2940 0000 0143 —0,0148 —0,0148 2859 2859 2859
1,1 2701 0236 2938 2934 2992  —0,0061 0115 0589 0589 2857 2854 2852
1,2 2397 0525 2921 2899 3066 0185 0105 0931 1206 2843 2822 2803
1,3 2123 0772 2895 2837 3141 0363 0107 1304 1813 2818 2764 2710
1,4 +0,1877  +0,0982 40,2860 40,2751 +0,3215 -0,0610 —0,0107 —0,1615 —0,2415  +0,2785 40,2685 2548
d) Kk2=0,8;
¢ aK Lx/k  ax+Lxg/k agt ay Ly/k bk b b AK A VAN
ohne Austausch
0,8 40,1163 —0,0260 40,0902 40,0901 +0,0898 40,0003 40,1683 40,2205 +0,2211 +0,0899  +0,0899 40,0899
0,93 1072 0154 0918 0918 0914 0003 1640 1942 1949 0915 0915 0914
1,0 1030 0105 0925 0924 0921 0003 1587 1790 1796 0922 0922 0921
1,1 0970  —0,0038 0932 0932 0930 0002 1497 1570 1573 0929 0929 0929
1,16 0934  +0,0001 0935 0935 0935 0000 1440 1439 1439 0932 0932 0932
1,2 0910 0026 0936 0936 0938  —0,0001 1403 1353 1350 0933 0933 0934
1,5 +0,0210 40,0622 40,0832 40,0680 +0,0937 —0,0470 40,0035 40,0118 +0,0163  +0.0830 40,0679  +0,0467
symmetrisch
0,8 —0,0790 —0,0385 —0,1146 —0,1148 —0,1143  —0,0006 +0,0603 +0,1348 40,1336  —0,1142 —0,1143 —0,1144
0,93 0720 0424 1144 1149 1137 0012 0798 1689 1663 1139 1144 1144
1,0 0672 0472 1144 1151 1133 0018 0858 1850 1812 1139 1146 1146
1,1 0604 0539 1143 1157 1128 0028 0922 2064 2003 1138 1152 1151
1,2 0542 0601 1142 1167 1123 0041 0968 2264 2172 1138 1162 1159
1,5 —0,0058  —0,1101  —0,1159 Im. 01115 —00841 —0,0010 —0,0134  +0,0163 —0,1154 Im.  —0,1950
antisymmetrisch
0,8 +0,3811  —0,0385 40,3426 40,3424 40,3408 40,0017 40,2982 40,3717 +0,3749 40,3301 +0,3299 40,3300
0,93 3522 +0,0003 3524 3524 3525 0000 2838 2833 2832 3388 3388 3388
1,0 3366 0195 3562 3560 3583  —0,0023 2697 2356 2316 3422 3421 3421
1,1 3142 0454 3596 3589 3662 0076 2456 1694 1569 3452 3445 3442
1,2 2915 0697 3612 3588 3737  —0,0161 2200 1069 0819 3466 3446 3435

*
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e) k?=1,0;

c ax Lx/k  ax+Lx/k an at L/k b bu bt A An "
ohne Austausch
0,85 +0,1237 —0,0142 +0,1095 40,1095 40,1093 40,0002 40,2647 40,2933 +0,2936 40,1091  -+0,1091 40,1091
0,95 1201 0091 1110 1110 1108 0002 2534 2715 2719 1106 1106 1106
1,0 1181  —0,0064 1117 1117 1115  +0,0002 2471 2597 2601 1112 1112 1112
1,125 1122 +0,0008 1130 1130 1130 —0,0000 2303 2288 2287 1125 1125 1125
1,3 1025 0114 1139 1139 1147 0008 2069 1850 1836 1135 1134 1135
1,45 +0,0935 +0,0207 +0,1142 +0,1139 +0,1158 —0,0020 +0,1887 +0,1493 +0,1456 +0,1138 +0,1134 +0,1134
symmetrisch
0,85 —0,0081 —0,0962 —0,1043 —0,1056 —0,1043 —0,0013 —0,0294 +0,1734 +0,1707 —0,1040 —0,1052 —0,1052
0,95 0226 0818 1043 1057 1040 0017 +0,0222 1961 1924 1040 1053 1053
1,0 0258 0784 1043 1059 1038 0019 0392 2063 2022 1039 1055 1054
1,125 0286 0755 1042 1064 1034 0029 0677 2295 2232 1038 1062 1061
1,3 0271 0769 1039 1078 1027 0046 0901 2589 2482 1036 1074 1069
1,45 —0,0242 —0,0796 —0,1038 —0,1097 —0,1022 —0,0065 +0,1012 +0,2831 +0,2671 —0,1034 —0,1093 —0,1083
antisymmetrisch
0,85 +0,3057 +0,0568 +0,3626 +0,3622 +0,3646 —0,0024 +0,6077 +0,4985 +0,4938 +0,3478 +0,3475 +0,3475
0,95 3140 0564 3704 3698 3737 0040 5391 4342 4269 3547 3542 3541
1,0 3130 0605 3736 3728 3780 0051 5111 4009 3913 3575 3567 3568
1,125 3025 0770 3795 3776 3879 0108 4496 3167 2986 3627 3611 3606
1,3 2770 1061 3830 3779 4003 0250 3755 2030 1646 3658 3613 3592
1,45 +0,2508 +0,1318 40,3826  +0,3724 +0,4102 —0,0451 40,3218 40,1138 40,0491 40,3654 +0,3565 +0,3501
f) k2=1,5;
& ag Lx/k ak +Lx/k ay at L/k bk bu bt 7K YH et
ohne Austausch
0,80 +0,1233 40,0212 40,1445 +0,1444 40,1446  —0,0002 +0,5411 +0,5012 +0,5009 +0,1435 40,1434 40,1436
1,0 1303 0190 1493 1493 1496 0004 5069 4684 4677 1482 1482 1481
1,1 1321 0191 1512 1512 1517 0006 4842 4455 4444 1501 1500 1500
1.2 1318 0210 1528 1527 1535 0008 4609 4190 4174 1516 1515 1515
13 1297 0243 1540 1538 1551 0012 4383 3906 3881 1528 1526 1527
1,4 +0,1262 +0,0286 +0,1549 +0,1545 +0,1564 —0,0019 +0,4167 +0,3611 +0,3574 +0,1536 +0,1533 +0,1533
symmetrisch
0,80 +0,1858 —0,2450 —0,0593 —0,0637 —0,0625 —0,0011 —0,2086 +0,2685 +0,2663 —0,0592 —0,0638 —0,0636
1,00 1004 1604 0600 0638 0623 0013 —0,0502 2915 2885 0600 0638 0636
1,1 0734 1336 0602 0638 0621 0016 +0,0127 3010 2974 0601 0638 0637
1,2 0559 1161 0602 0640 0619 0019 0570 3090 3047 0601 0639 0638
1,3 0445 1046 0601 0641 0617 0022 0879 3159 3109 0601 0641 0639
1,4 +0,0368 —0,0968 —0,0600 —0,0644 —0,0616 —0,0026 +0,1098 +0,3222 +0,3162 —0,0599 —0,0643 —0,0641
antisymmelrisch
0,8 +0,0653 +0,3055 40,3708 40,3654 +0,3720 —0,0068 +1,3811 40,8245 +0,8123 40,3551 40,3504 40,3502
1,0 1837 2032 3868 3821 3915 0100 1,1439 7536 7351 3691 3650 3645
1,1 2187 1745 3932 3882 4000 0125 1,0329 7041 6813 3746 3703 3697
12 2376 1604 3982 3926 4076 0161 0,9405 6476 6193 3789 3741 3732
13 2452 1566 4018 3950 4143 0211 8627 5870 5515 3820 3762 3746
1,4 +0,2453 +0,1588 +0,4041 +0,3955 +0,4204 —0,0280 +0,7949 +0,5246 +0,4798 +0,3841 —0,3767 +0,3740

* Jy=arc tg(at+ Lt/k)

Tab. 2 a—f. Parameter der Wellenfunktion, Energieintegral und Phasenverschiebung als Funktion des Abschirmparameters c .
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Abb. 1. Die Phasenverschiebung in Radian in Abhdngigkeit
von der Energie in atomaren Einheiten fiir c=1.
fiir antisymmetrische Wellenfunktion (Triplett-Zu-
—.—-—-. fiir symmetrische Wellenfunktion (Sin-
gulett-Zustand) ; ————— ohne Austausch.

stand) ;

0’8 T e

06+

04+

02r

05 1.0 7,I5 2.0
e
Abb. 2 a. c-Variation fiir £2=0,1 .
Abb.2a, 2b, 2¢, 2d, 2e und 2f. Die Variation des Para-
meters ¢ im Ansatz fiir die Wellenfunktion. ayy, ax, at und
aK + Lk /k sind dimensionslose Grofen, Lt hat die Dimension
(Energie)'/: in atomaren Einheiten.
———— fiir antisymmetrische Wellenfunktion (Triplett-Zu-
stand) ; — - —-—- fiir symmetrische Wellenfunktion (Sin-
gulett-Zustand) ; ————— ohne Austausch. In den Abb. 2 muf
es iiberall L /k statt Lg /K heien.

F.B. MALIK

tiberwiegt augenscheinlich das Austauschpotential
das normale Potential.

Die nach allen drei Verfahren gerechneten Werte
stimmen miteinander im symmetrischen und anti-
symmetrischen Fall sehr gut tberein fiir kleinere
Energien. Die Konnschen Werte unterscheiden sich
etwas fiir hohere Energien. Das HurtaENsche Ver-
fahren und die berechneten Werte nach Gl. (16 c¢)
liefern die gleichen Ergebnisse. Es ist erfreulich,
dall die Werte nach der letzten Methode mit der
exakten Losung der Harrtree—Fock-Gleichung von
Trerrrz sehr gut tibereinstimmen; die Abweichung
ist oft weit unter 1%. Dagegen liefern die Konn-
schen Werte fiir groflere Energien eine Abweichung
bis zu 6%. Aus Tab. 1b sieht man, dal} die Werte
von BDJS bis etwa 4% im symmetrischen Fall und
bis 2% im antisymmetrischen Fall von den Werten
von Trerrrz abweichen.

In den Tab.2a—f ist der Parameter ¢ fiir die
Fille £2=0.1; 0.25; 0.5; 0.8; 1.0 und 1,5 vari-
iert. Die entsprechenden Abbildungen sind 2a—f.
Im Fall #2=1 und ¢ =0.85 (der symmetrische Fall)
liefern ax + Ly/k. a;+ Li/k und ay dhnliche Resul-
tate. obwohl Ly/k gegen ax grof} ist. Dal} solche

q
7-< Ax * LK/K

9y
osk (k%025
0.1+ 1
‘
i
0.05}+ 1
i
|
|
o ]
;
0.05
—r——EL I O,
1 ! M K/K
06 08 10 1.2 14

Abb. 2 b. ¢-Variation fiir k2=0.25 .
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Abb. 2 c. c-Variation fiir k2=0,5 .
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Abb. 2d. c¢-Variation fiir k2=0,8 .
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Abb. 2 1. ¢-Variation fir k2=1,5.
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Fille vorkommen konnen, kann man folgender-
mallen sehen:

Mit dem Ansatz (28) schreibt man Gl. (8) unter
Beriicksichtigung von 9L/3b =0

ak— Bz;" a,+B (s. Anhang III).

Aus (19) hat man
k(ag + Lx/k) = — (R, | U] }j")
— :12 (ak+Cia+Cyb+C) = BZ;kaK+B.
b ist mit Hilfe von OL/3b =0 eliminiert worden,
und B, und B sind dieselben wie in Gl. (29 a). Bil-

det man die Differenz zwischen diesen beiden Glei-
chungen, so ergibt sich

k(ax—a) +Lx = P75 (ax—ay)

B,—k
Ly= Bk,
K 9 -

oder

wobei E=ag—a.

Daraus sieht man, da} Lk fir kleine ¢ grofl werden
kann, wenn B, — k grof} ist.

Wihlt man in den angefithrten Féllen ¢ nach der
Bedingung 9L/3c =0, so ergibt die Phasenverschie-
bung ein wesentlich schlechteres Resultat als fiir den
Fall c=1, im Vergleich mit den numerisch berech-
neten Werten von CB und Trerrrz. Aber bestimmt
man ¢ nach der Bedingung Lx = L; =0, so bekommt
man in einigen Fillen eine bessere Ubereinstim-
mung mit den numerisch berechneten Werten als
bei ¢=1. Diese c-Werte liegen auch in der Nahe
von 1, wie man schon erwartet, wenn man c als eine
Art Abschirmungsparameter des gebundenen Elek-
trons im Grundzustand auffafit. Deswegen sind die
Tab. 1, 3 und 4 mit ¢=1 berechnet worden (vgl.
auch Massey—Morserwitscu 14).

k*=1,5 liefert keinen c-Wert, der Li=Lx=0
macht. Kein solcher c¢-Wert existiert bei k>=1 im
symmetrischen und antisymmetrischen Fall und
ebenso nicht bei £?=0.8 im symmetrischen Fall.
Dies liegt vielleicht daran, dal} derselbe Parameter ¢
und nicht zwei verschiedene Parameter ¢ und d, in
den beiden Exponential-Funktionen von (28) ein-
gesetzt worden sind.

Tab. 2 stellt die Phasenverschiebung fiir die besten
c-Werte nach der Bedingung Ly=Lg=0 dar, zu-
sammen mit den numerisch erhaltenen Werten von
CHANDRASEKHAR—BREEN und TrErFTZ.

F. B. MALIK

antisymmetrisch

k1 U RO

symmetrisch

E U RH

ohne Austausch

kGt U RO

k2
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<
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in
At I,
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Tab. 3. Energieintegrale zur Kontrolle der verschiedenen Methoden fiir c=1.
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k? B ohne Austausch symmetrisch antisymmetrisch
= 0,015 e=1 e=1 c=1
r Ry Ry Rt Ru=Rt | Ru Rt Ru=R¢ Ru Rt Ru=R¢
\

0°0 0,0000  0,0000 00000 £ | 00000 00000 =% 0,0000  0,0000 =

0,5 0017 0018 0017 2 | 0013 0013 S35 0027 0027 573
1,0 0060 0060 0060 £ _ 0033 0033 £~ 0100 0102 £
1,5 0126 0125 0125 & 0077 0079 T o 0191 0194 T o
2,0 0213 0212 0212 =g | 0154 0156 B .= 0291 0295 B &
2,5 0323 0322 0322 =E | 0261 0263 © 0405 0409 g
3,0 0457 0456 0456 .. = 0395 0397 T & 0537 0541 T3
3,5 0613 0613 0613 <& 0554 0556 S & 0690 0694 oS &
4,0 0792 0791 oro1 I £ 0736 0738 ) 0864 0868 0
4,5 0992 0992 0992 = £ 0940 0942 I E 1060 1064 3£
5,0 1213 1213 1213 72 1164 1166 - 1277 1281 = o
5,5 1454 1454 454 T 1407 1409 T XK 1514 1518 &
6,0 1713 1713 1713 I < 1669 1671 I g 1770 1773 I £
6,5 1989 1989 1989  © 8 1948 1949 © £ 2044 2047  © £
7,0 2282 2282 2282 5° 2242 2244 5 F 2334 2337 5 E
7.5 2589 2589 2589 =B 2551 2553 = 2640 2642 =

K2 =0,05
|

0,0 | +0,0000 40,0000 -+ 0,0000 =8 +0,0000 +0,0000 % +0,0000 +0,0000 =%

0.5 0058 0058 0058 & 0042 0041 538 0092 0001 EE
1,0 0202 0200 0200 £ _ 0113 0115 £ 0333 0336 S
1,5 0418 0414 0414 = 0263 0267 T 4 0632 0639 T o
20 0704 0699 0699  £-g 0511 0517 B & 0965 0974 B &
25 | 1059 1055 1055 =5 0851 0857 ©T 1340 1350 g
3,0 1481 1478 1478 .. = 1271 1277 S & 1765 1775 ° =
3,5 1964 1962 1961 <& 1758 1764 5:2 2243 2253 SQ':-
4,0 2501 2499 2499 I g 2302 2309 0 2771 2781 )
45 | 3085 3084 3083 = £ 2894 2900 3 £ 3344 3353 3%
50 | 3705 3705 3705 7S 3524 3530 4 3953 3962 o —
55 | 4354 4354 4353 4181 4187 T & 4590 4598 T &
60 | 5020 5020 5020 = 4856 4862 I g 5243 5251 I £
6,5 5693 5693 5693  © % 5538 5543  © £ 5903 5911 © £
7,0 6362 6362 6362 5% | 6217 6222 .5 °F 6559 6566 .5 S
75 } 7016 7016 016 =F | 6881 6886 = ‘ 7199 7206 M

\

K= 0,1 =1 Li;i}giso‘ c=1 c=091 | c=1 c=0,97
0,0 +0,0000 +0,0000 +0,0000 +0,0000 | 40,0000 -+0,0000 +0,0000 +0,0000 --0,0000 -0,0000
0,5 0116 0117 0117 0120 | 0080 0079 0077 0189 0189 0186
1,0 0404 0400 0400 0405 | 0235 0237 0251 0661 0664 0648
1.5 0831 0821 0821 0827 | 0539 0544 0569 1247 1252 1230
2,0 1387 1376 1376 1382 | 1019 1026 1053 1902 1909 1886
2,5 2062 2053 2052 2056 | 1658 1667 1689 2626 2635 2615
3,0 2841 2834 2833 2836 | 2426 2435 2451 3421 3429 3414
3,5 3701 3696 3695 3698 | 3291 3301 3311 4275 4284 4271
4,0 4618 4614 4614 4615 | 4222 4232 4238 5171 5179 5170
4,5 5562 5560 5559 5560 5187 5198 5201 6084 6091 6084
5,0 6504 6502 6502 6503 | 6156 6167 6168 6986 6992 6987
5,5 7413 7412 7412 7413 | 7097 7108 7107 7848 7852 7849
6,0 8260 8259 8259 8259 7980 7991 7988 8640 8644 8642
6,5 9014 9014 9014 9014 8775 8786 8783 9335 9337 9337
7,0 9651 9651 9650  0,9651 | 9456 9465  0,9463 9907 9907  0,9907
75 1,0145 — — 41,0145 9997  1,0006 -1,0003 1,0331  1,0330 -+1,0331

!

Tab. 4. Die Wellenfunktionen, normiert wie sin(kr—3% 7 [+ 4)).

Tab. 4 (s. a. Fortsetzung auf den folgenden Seiten).
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k*=0,25 ohne Austausch symmetrisch antisymmetrisch
e=1 P =i c=0,945 c=1 c=1,015
4 Rn Ru Rt Ru=Ry Ru Rt Ru=Rt Ry Rt Ru=Ry

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,5 0,0293 0,0278 0,0298 0,0310 0,0189 0,0189 0,0186 0,0485 0,0485 0,0489
1,0 0,1010 0,0939 0,0994 0,1013 0,0631 0,0632 0,0646 0,1559 0,1556 0,1772
15 0,2034 0,2002 0,2001 0,2021 0,1402 0,1406 0,1433 0,2895 0,2890 0,2912
2,0 0,3297 0,3263 0,3262 0,3278 0,2703 0,2708 0,2538 0,4363 0,4355 0,4379
2.5 0,4718 0,4691 0,4690 0,4703 0,3854 0,3861 0.3886 0.5871 0,5863 0,5884
3.0 0,6200 0,6181 0,6179 0,6189 0,5344 0,5351 0,5364 0,7328 0,7320 0,7336
3.5 0,7627 0,7616 0,7614 0,7621 0,6847 0,6853 0,6864 0,8634 0,8627 0,8639
4,0 0,8886 0,8879 0,8878 0,8882 0,8233 0,8238 0.8244 0.9912 0,9686 0,9694
4,5 0,9866 0,9863 0,9862 0,9864 0,9382 0,9387 0.9389 1,0409 1.0406 1.0410
5,0 1,0474 1,0473 1,0472 1,0474 1,0190 1,0193 1.0193 1,0714 1,0713 1,0715
35 1.0639 1.0639 1,0639 1,0639 1,0573 1,0574 1,0774 1,0554 1,0556 1,0555
6,0 1,0318 1,0318 1,0318 1,0318 1,0476 1,0475 1,0475 0,9056 0,9910 0,9065
6,5 0,9497 0,4980 0,9488 0,9498 0,9874 0,9871 0,9872 0,8776 0,8782 0,8777
0 0,8199 0,8199 0,8200 0,8199 0,8775 0,8770 0,8771 0,7202 0,7211 0,7204
7.5 0,6473 0,6474 0,6476 0,6474 0,7219 0,7213 0,7215 0,5254 0,5265 0,5257
k*=0,5 e=1 c=]1,162 | e=]1 c=0,911 ¢g=l c=1,028
0.0 -+0,0000 40,0000 +0,0000 +0,0000| +0,0000 -+0,0000 -+0,0000 -+0,0000 +0,0000 +40,0000
0.5 0589 0599 0599 0635 0382 0382 0376 0911 0911 0929
1,0 1987 1955 1954 2000 1351 1353 1378 2750 2748 2788
1.5 3865 3806 3805 3845 2864 2868 2920 4972 4967 5017
2.0 5954 5900 5898 5928 4773 4780 4837 7207 7200 7246
25 7960 7924 7922 7942 6817 6825 6870 0,9097 0,9091 0,9125
3,0 0,9572 0,9555 0,9553 0,9565 0,8672 0,8679 0,8705 1,0339 1,0335 1,0354
3,5 1,0510 1,0506 1,0505 1,0509 1,0012 1,0017 1.0026 1,0711 10712 1,0717
4,0 1,0567 1,0569 1,0569 1,0568 1,0569 1,0570 1.0568 1.0098 1,0103 1,0097
4,5 0,9641 0,9646 0,9648 0,9643 1,0172 1,0169 1,0163 0,8499 0,8510 0,8495
5.0 7758 7764 7766 7759 0,8778 0,8772 0,8765 6057 6052 6031
5.5 5070 5075 5078 5070 6476 6467 6463 +0.2942 40,2960 40,2936
6.0 40,1838 40,1843 40,1846 +0,1837 3479 3468 3467 —0,0466 —0,0448 —0,0471
6,5 —0,1594 —0,1591 —0,1587 —0,1596| 40,0099 40,0087 --0,0089 3818 3801 3822
7,0 4847 4844 4841 4849 | —0,3293 —0,3304 —0,3301 6738 6725 6741
75 —0,7548 —0,7546 —0,7544 —0,7549 | —0,6312 —0,6321 —0,6317 —0,8889 —0,8880 —0,8890
k=08 | c=1 c=1,16 | c=1 c=1 c=0,93
0,0 +0,0000 +0,0000 -+0,0000 -0,0000 } +0,0000 +0,0000 +0,0000 +0,0000 -+0,0000
0,5 0935 0949 0949 1012 | 0645 0644 1317 1316 1246
1,0 3078 3038 3038 3108 | 2268 2271 3876 3876 3757
1.5 5730 5672 5672 5723 4561 4567 _‘é‘ 6761 6764 6643
2,0 0,8271 0,8231 0,8230 0,8260 7076 7085 2 0,9201 0,9203 09113
25 1,0085 1,0071 1,0071 1,0084 ; 0,9235 0,9243 = 1,0527 1,0526 1,0485
3.0 1,0661 1,0665 1,0666 1,0667 | 1,0450 1,0453 3 1,0324 1,0318 1,0325
3.5 0,9705 0,9718 0,9719 0,9712 | 1,0275 1,0272 -g 0,8491 0,8480 0,8525
4,0 7226 7241 7243 7229 0,8541 0,8532 ;’—j 5256 5239 5307
4,5 +0,3548 40,3561 40,3564 +0,3547 5408 5392 v +0,1129 40,1109 40,1184
5,0 —0,0738 —0,0729 —0,0726 —0,0742 40,1342 40,1324 g —0,3187 —0,3205 —0,3138
5,5 4891 4885 4883 4896 = —0,2966 —0,2984 ; 6923 6937 6888
6,0 8159 8156 8154 8163 6745 6759 —0,9394 —0,9401 —0,9376
6,5 9931 9930 9929 9932 | —0,9293 —0,9301 —1,0134 —1,0133 —1,0134
7,0 9863 9864 9865 9862 | —1,0124 —1,0123 —0,8992 —0,8982 —0,9007
7.5 —0,7954 —0,7956 —0,7958 —0,7949 | —0,9065 —0,9057 —0,6167 —0,6151 —0,6194
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=10 ohne Austausch \ symmetrisch antisymmetrisch
SESTIP. c=1 c=1,112 c=1 c=1 c=1,112
r 1 Rn Ry Rt Ru=Ry | Ry Ry Ra=Ry Ru Ry Ru=R¢
0,0 +0,0000 -+0,0000 40,0000 +0,0000 ‘ +0,0000 40,0000 ‘ +0,0000 40,0000 -+ 0,0000
0,5 1159 1172 1172 1159 | 0834 0834 } 1547 1544 1231
1,0 3750 3712 3712 3750 | 2891 2893 [ 4523 4521 3778
1.5 | 6773 6732 6731 6773 | 5618 5625 - ‘ 7690 7691 6774
2,0 } 0,9333 0,9316 0,9315 0,9333 1 0,8308 0,8312 g 0,9973 0,9973 0,9335
2,5 | 1,0621 1,0625 1,0625 1,0621 | 1,0157 1,0163 & 1,0567 1,0558 1,0630
3,0 1,0089 1,0106 1,0106 1,0089 | 1,0467 1,0466 ) 09121 0,9098 1,0101
3.5 0,7622 0,7641 0,7642 0,7622 1 0,8875 0,8866 = 5801 5766 0,7630
4,0 +0,3592 +0,3608 -+0,3610 40,3592 5502 5486 E +0,1251 +0,1208 -+0,3595
4,5 -0,1203 —0,1192 —0,1190 —0,1203 | +0,0956 -+0,0937 @ —0,3562 —0,3603 —0,1205
5,0 5728 5722 5720 5728 | —0,3810 —0,3828 .2 7566 7595 5732
5,5 —0,8959 —0,8956 —0,8955 —0,8959 | 7728 7741 § 9841 9852 —0,8962
6,0 —1,0138 —1,0137 —1,0137 —1,0138 9887 9892 9848 9837 —1,0138
6,5 —-0,8970 —0,8972 —0,8972 —0,8970 9764 9759 7568 7537 —0,8966
7,0 5709 5712 5713 5709 | 7366 7352 3518 3475 5702
7,5 —0,1107 —0,1117 —0,1119 —0,1107 | —0,3244 —0,3224 +0,1352 40,1397 +0,1105
|

In Tab. 3 ist untersucht worden, inwieweit eine
Methode die in ihr nicht beriicksichtigte Bedingung
erfilllt. Wie schon angedeutet wurde, kann die Giite
des Hurrninschen Resultats mit Hilfe der Gl. (8)
untersucht werden. Ohne Austausch befriedigen die
HuvrraEnschen a-Werte (d. h. ag=tg Ag) die Gl. (8)
gut, die groBte Abweichung ist nur etwa 0,5%.
SchlieBt man Austausch mit ein, so ist die grofite
Abweichung etwa 3%, obwohl im allgemeinen die
Ubereinstimmung befriedigend ist. Dies erklart die
gute Ubereinstimmung der numerisch gelosten Werte
mit den nach HurtHEN gerechneten Werten. Beginnt
man mit den Gln. (16), so ergibt L; ein Mal} fiir
die Giite. Wiederum ist L; sehr klein gegen a; k£ bei
der Rechnung ohne Austausch. Mit Austausch ist L
fiir grofere Energien nicht mehr sehr klein; obwohl
es immer noch nur etwa 2,5% von a; k betrigt. Dies
erklart auch die guten Resultate bei dieser Methode.
Der Vorteil, dal L; gewohnlich wesentlich kleiner
als Lg ist [wegen der Beziehung (31)], macht diese
Methode stabiler als die Konnsche und man hat fast
dieselben Ergebnisse wie nach den Huvruixschen
Verfahren, ohne die quadratische Gleichung losen
zu miissen.

Es ist schwierig, in der gleichen Weise die Rich-
tigkeit der Komnschen Werte zu beurteilen; aber
bei der theoretischen Ableitung dieser Methode ist
angenommen worden, dal Lx gegen ak £ klein sein
soll. Lk ist deshalb auch tabuliert und ist fir gro-
Bere Energien von gleicher Groenordnung wie ag k.

II. Die Wellenfunktion

Tab. 4 zeigt die berechneten Wellenfunktionen
mit und ohne Austausch nach HurtaEn und den
Gln. (16) fir ¢=1 und gemdB der Bedingung
Ly =L;=0. Ohne Austausch sind auch die Wellen-

funktionen von CB angegeben.

Ohne Austausch ergeben die beiden Variations-
verfahren fiir ¢ =1 fast die gleichen Ergebnisse fiir
den ganzen Energiebereich. Die Abweichung von
den Werten von CB liegt im allgemeinen in der
Groflenordnung 1 —1,5%, obwohl die grofite Ab-
weichung etwa 5% (z. B. bei kleinem r fiir k2= 0,25)
ist. Fir die Energie £2=0,25 bekommt man fast
die gleiche Wellenfunktion wie bei der Rechnung
nach BDJS (siehe Tab. 10 der Arbeit von BD]JS).
Bestimmt man den Parameter ¢ nach der Bedingung
Ly =L;=0, verbessern sich die Wellenfunktionen,
verglichen mit den Werten von CB, im ganzen r-Be-
reich fiir die Energien £2=0,8 und 1,0. Die Ab-
weichungen sind in diesen Fallen oft weit unter 1%.
Dagegen liefert dieses Verfahren bei kleinem r
(r<1,0) keine Verbesserung gegeniiber der Rech-
nung mit ¢c=1. Bei den Energien £?>=0,015 und
0,05 ist L; fur ¢=1 praktisch Null, und ohne Aus-
tausch bekommt man in diesen Fallen praktisch die
gleichen Werte wie CB.

Die beiden Variationsmethoden liefern fiir c=1
wieder fast die gleiche antisymmetrische Wellenfunk-
tion; die einzige bemerkenswerte Abweichung liegt
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k2 ay ag at ag aK at | ay ag at
0,015 | +0,0005 +0,0005  +0,0005 ” —0,0022 —0,0014 —0,0020 ' 40,0040 40,0033 40,0041
0,03 0014 0015 0014 | 0058 0040 0055 0109 0094 0114
0,05 0029 0032 0029 0116 0084 0111 0227 0202 0235
0,07 0046 0053 0046 0178 0135 0172 0363 0333 0374
0,10 0077 0088 0076 0276 0292 0268 0587 0555 0596
0,25 0260 0303 0258 | 0704 0626 0697 1712 1779 1700
0,30 0325 0382 0323 0814 0729 0806 2029 2107 2011
0.5 0583 0680 0579 1088 0926 1077 2937 3044 2918
0,60 0703 0812 0700 1146 0905 1132 3217 3270 3209
0,70 0817 0929 0814 1164 0816 1148 3418 3369 3425
0,80 0924 1030 0921 | 1151 0672 1133 3560 3366 3583
0.90 1024 1114 1021 1114 0482 1094 3660 3281 3698
1,00 1117 1181 1115 1059 —0,0258 1038 3728 3131 3780
1,25 1322 1280 1323 | 0867  +0,0376 0848 3810 2555 3889
1,50 1493 1303 1496 0638 1004 0623 3821 1837 3915
1,75 1635 1280 1642 0400 1533 0391 3796 1125 3898
2,00 1755 1242 1764 0168 1930 0165 3755 0525 3856
2,15 1818 1220 1827 ' —0,0036 2107 —0,0035 3726 +0,0240 3826
2,50 1942 1184 1953 +0,0249 2372 +0,0245 3654 —0,0199 3748
2,80 | 40,2028 +0,1173 +0,2040 40,0466 40,2481 40,0458 40,3593 —0,0368  +0,3681
ohne Austausch symmetrisch antisymmetrisch
K2 b bK bt by bK by by bk bt
0,015 —0,0000 —0,0001 —0,0000 ‘ +0,0036 40,0022 +0,0034 —0,0042 —0,0030 —0,0045
0,03 40,0000 —0,0002 0,0000 0096 0060 0091 0112 0086 0012
0,05 +0,0002 0004 40,0003 0190 0127 0181 0224 0182 0237
0,07 0006 0005 0007 0290 0204 0278 0344 0292 0359
0,10 0017 —0,0003 0018 | 0441 0330 0426 0518 0465 0533
0,25 0168 +0,0086 0171 1049 0892 1032 0972 1028 0933
0,30 0254 +0,0150 0258 1191 1021 1174  —0,0902 1027 —0,0872
0,5 0744 0565 0751 | 1552 1224 1529 40,0011 —0,0165 +0,0043
0,60 1061 0858 1068 1663 1172 1635 0728 +0,0640 0742
0,70 1412 1201 1419 1758 1043 1724 1525 1609 1514
0,80 1790 1587 1796 | 1850 0858 1812 2356 2697 2316
0,90 | 2187 2012 2192 1950 0635 1908 3191 3873 3122
1,00 2597 2471 2601 2063 +0,0392 2020 4009 5111 3913
1,25 3646 3730 3644 2427  —0,0177 2387 5907 0,8326 5756
1,50 4684 5069 4677 | 2915 0502 2885 7536 1,1439 7351
1,75 5677 6391 5664 | 3512 0449 3494 0,8890 1,4146 8691
2,00 6607 7620 6591 4191 —0,0013 4184 1,0002 1,6259 0.9805
2,15 7134 8295 7116 4625 40,0402 4623 10572 1.9222 1,0381
2,50 | 8272 0,9678 8251 5681 1673 5690  1,1679 1,8685 1,1508
2,80 | +0,9155 +1,0671 40,9134 | +0,6603 40,2949 40,6617 +1,2439 +1,9286 +1,2289

Tab. 5. Die Werte der Parameter a und b fiir c=1.

bei mittleren r-Werten fiir £* = 0,8 . Die Bestimmung
der Wellenfunktionen mit Lx =L;{=0 &ndern die
Zahlenwerte fiir kleines und mittleres r etwa bis
6%. Erfreulich ist, daB} die beiden Verfahren auch
bei symmetrischen Wellenfunktionen fiir ¢=1 glei-
che Ergebnisse liefern. Sie dndern sich bis etwa 8%,
wenn man ¢ nach der Bedingung Li=Lx=0 be-
stimmt. In beiden Fillen weichen die hier berechne-
ten Wellenfunktionen von denen nach BDJS in der
Nahe des Streuzentrums ab, d. h. bis etwa r=3,0.
Weiter drauflen stimmen sie iiberein.

Die Parameter a und b fir ¢=1 sind in Tab. 5
angegeben.

Alle Rechnungen sind mit der elektronischen Re-
chenmaschine G 2 ausgefiihrt worden.

Fiir kldrende Diskussion und Anleitung bin ich Friu-
lein Dr. E. Trerrrz sehr dankbar.

Herrn Professor Dr. L. Biermany und Herrn Profes-
sor Dr. A. ScuiiTer danke ich fiir die Anregung zu
dieser Arbeit und Herrn Professor Dr. W. HeisensEra fiir
sein Interesse. Ich danke ferner der Rechengruppe des
Instituts fiir die Hilfe bei der Kontrolle der numeri-
schen Rechnungen und bei der Anfertigung der Zeich-
nungen und Tabellen und Herrn Reen fiir wertvolle
Diskussionen.

Mein Dank gebiihrt aullerdem der Bundesregierung
und dem Max-Planck-Institut fir Physik fiir das Sti-
pendium.
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Anhang 1

a) Wir zeigen, dal}

ak=—|U|R>, wobei a=tgi.

Im kugelsymmetrischen Feld lautet der Radialteil der
Scur6pINGER-Gleichung

@ _ 1+ 2
(dr2 r ~U1z) +k) ’

yu(r) = AI(1)

wobei

Iflr(r) Y(0O, ).

Die sphirische Besser-Funktion j;"(kr) erfiillt die

(=<}

/,l (k) s Re(0) dr=ic" (k)

0

dR/J [R ) dji* (k r)

Wegen der Randbedingung ist

oo

0

=—ak—<Ri()|Uj/ (kr) dr)

oder ak=—<{j*(kr)|U|Rp,
denn R; befriedigt A I(1).

b) Aus AI(3) folgt
<]z ]—2 @+k2|Rz(r)>—‘—ak——<Rz|U]]1 (kr)>.

[r& 00 i en) dr= [ RS G0 icEn) |7 -

0

(= D ) Rarm ekt R[S
/]l<dr2+k— 0 —v)Rar- ak+/Rl R
0

191

Gleichung

e, 1(1+1)) _
( 3= Hk (k)
Die Randbedingungen fiir R; und j;*(kr) sind

nl wl
7) +a cos(k pos = ,)’

=2E. AI(2)
lim R;(r)— sin (kr =
lim R;(r)—0,

r—>0

lim ji* (kr)~ sin (" " %l') ,

lim 3 (k)0
r—0
—f—/R(T)d)]l(kT)d __ak+/R()d]l(kr)d .

I(l+1 i
H= —U]n (k) dr

AI(3)
c) Die Randbedingungen von f(r) j; (kr) sind

lim f(r) j (kr)— acos (kr— L’),
r— o0 2

liH}) f(r) jr(kr)—0,

+!f(r) jl_(kr)%dr =—ak+(/f(r) jr(kr) i;?d

Da die anderen GroBen in §) vertauschbar sind, folgt
(Ri| =2 +E2|f(r) ji (kr)>

Anhang 11

Gl. (29) stellt L, berechnet nach dem Ansatz (28),
dar
L=A/a®+ A4, b2+ A5 ab+ A, a+ A5 b+ A4, .

Die Werte der A4; (i=0,...,5) als Funktionen der
Parameter k und ¢ werden unten angegeben

Af = APE L AXE+ gE
wobei Indizes P.E, K.E und E die Beitrdge des Poten-

=—ak+<{f() ji(kr) | —2H+R|Ri()) .

tials, der kinetischen Energien bzw. des Austausch-
gliedes bedeuten. Wir haben die folgenden Abkiirzun-
gen benutzt:

,=vc+1l, y,=vc+2, A =22(2+4k?,
=2 (2 +4 k) = (ve+2)2 [(¥e+2)2+4 k2],

2k 2k k_ 1
™= ye+2 v, YT v 4 k2
2 c? _ 1 X

Ty 24k T (v+2/c)2 4 k2
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K e (v K 6
AKX ~+§U( 1)r+1 ( )[2 - (2 +1)1n/1,.+2+3»g-y+2 K,.+z},
k? 31}2+7v+10
KE_— v+1 2 .
A ?( 1) ()[mkg (v+2) 392 +Tr+10) In dyat =75 700 Kz]
5 .
9 12k 3v45
ASK'E:,ZO(—D () Tog P2 Grs) Indret oo 7 K"*“’},
AKE— [k, AKE_0, AXKE—o,
5 3 4 1.3 2  VvC+2
; ()[21:2 (r+1) ln1p+1+ lnly+1]+rZ:0(_)v (v)[_ 5 Ind,+4k2c P },

6
(6 & 2 2
4,75 ZO(—l)vﬂ(,)[W 02 st s 04D Indeat y Infa—dhee 002 02

’

- 3 (-1 (i)[“ G+ At 5 (D) W+ —gkre CTD 2,
=0

Ayt
LPE_ 2 5 ; & L (3 4k
4 ) (v+ )arctg/z,,+1+ arctg,u,,+1 I (-1) . 2 arctg U, — e K,|,
v =0
4k
AP E= ()[ (v+1)2arctguy+1+ s (+1) arctg 11 +2 arctg 41— 3 Krﬂ}’

PE_ _ 2+k° L 2
AP E= -1+ 2+ T 2 In(1+£2%),

Z( ¥ ()Z( o ()<xv(3k2;6fi:>§"d/"z) [In { @u+)® ((ut2)?+452)} —21In (22 +42)]

r=0 u=0

4kz,z, ; 2k z, 4k* 8 2,+312,) + (z,+2,)° G1,+241,)
Sk o3 arctg- %

(z,2+k?)3 gtz 20,2tk (g, +z,)? 2(x,2+k) [ (z,+7,)2+4 k2]

44k°(k°—2x —z, z,)

wy

+ @,2+k)2 (r,+z,) [ (z,+7,)2+4 K] /
A,F ist gebaut wie 4,E, nur ist innerhalb der Klammer {...) u durch #+1 und » durch » +1 zu ersetzen.
A4E besteht aus 2 Gliedern, die beide wie 4,E gebaut sind; im 1. Glied ist innerhalb <...)> u durch u+1 zu

ersetzen (» bleibt unverdndert), im 2. Glied ist innerhalb {...) » durch »+1 zu ersetzen (u bleibt unverdn-

dert).

2k 1+6Kk2—3 Kt 2k k
Z (—1)” ( ><(1+:2)3 Iyt +4 k) +2In (52 k)] +Z(Tk2(_l+—k2)3 . J— B T

. 1 _ 2084392k | 2k(A—K) | 5,0 46K) 8k }
A+0) (1, 148 | 2,2 +4K) 14 k(yﬁ+4 B) oy, 0k

_ 2ka, o gH4R | @A6R 23K [
(2 HKD T % ye 2 k(e 2 kY arctg : ~2 arctg k]
kR ¥, —4 K T, Y, , 22,9,

e s e R R

L dn i +2 k) | 2(z2—FK) ]\
@2tk y, xR /7
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AsE ist gebaut wie 4,E, nur ist innerhalb der Klammer < ... ) » durch »+1 zu ersetzen.

LE_ —3K+6EL1
0 = 4k2(1+k2)3

Anhang III

Mit der Wellenfunktion der Art (10) kann man L
(bzw. Lk bzw. L¢) in der Form (13) schreiben. Elimi-
niert man b und ¢ mit Hilfe der Bedingungen

b(3L/Ab) =0 und ¢(3L/3c) =0,
so erhilt man L als eine quadratische Funktion von a
(bzw. ax und at).
(a) Also ist Lg=M,ax*+M,ax+M,
und Lu=M,an*+Myan+My=0,
wobei die M Funktionen der A4; sind. Im speziellen Fall

(28) hat man M;=B; (1=0,...,2), [vgl. Gl (29)
und (29a)]:

aLK _ o M2+k
aaK —2M10K+M2—_ka A = = 2 M, )
La=M, ag®+M; au+M,,
e Mo L VMMM,

2 M, 2 M,

1 S
aHy —aHs = M' VM22‘—4‘M0 M1 :d,
: §

aH1+aH2—2 aK=k/M1=f.
Also

My? k2
Lg=———F- 4+ —

aM, o= —— ;

RO ..o IIa(l)

T In(1+A2) —

4k 3 k421 K2—2
(lﬂz) 3 arc tg k+ _S(ﬁ:kﬁ =3
(b) ark= —<(R|U|ji">=<(Ri| —2 H+ k2| ji")

=1 <Ri| 29 +1| i)+ Lak+ LGt | -2 H+K2| RD
_ k+4;
2

4 4
a+ b+ Slertdy

[vgl. (14) und Anhang I, b; und ct sind Parameter der
Form (10)]. Nach der Elimination von b; und ¢t mit
Hilfe der GIn. b(3L/3b) =0 und ¢(3L/3c) =0 be-

kommt man

_ Mtk _ 2M,
at k= 5 at+M,, ay= -
Damit ist
M,
. 2 . .
t=M; ai®> +M, ai + M, (h— M)

[—M2+4M, My+k] .
Nach IIla (1) ist

 —M2+4M MR
Lx = M, ;
1. Y Mo M, _2M,
also Lt-Lh(k—M2)2 Lk at M,
Nun ist nach IIla
k+My |k _ k=M,
) AL TRy TR
Lo IR ERGE .5 B
f+ax  aHi+aH;—aK aH,

wenn agy > ags — 0K ,

wie es oft der Fall ist.



